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При синтезе цифровых фильтров методами 
нелинейного программирования задачу про-
ектирования необходимо перевести в класс 
экстремальных математических задач [1], что 
практически реализуется путем формирова-
ния относительных функциональных показа-
телей проектируемого фильтра как принци-
пиально экстремальных функций.

Вектор текущего функционирования 
цифрового фильтра Yj (рис. 1), определяю-
щий ту или иную частотную характеристи-
ку проектируемого фильтра, имеет своими 
компонентами индивидуальные абсолютные 
показатели качества функционирования  
yi, i = 1,

—
m
–

, которые в общем случае могут  
быть противоречивыми и неоднородными, 
то есть иметь различную физическую при-
роду, различную размерность и диапазон 
изменения. Такие показатели нельзя непо-
средственно использовать для постановки 
и решения экстремальной задачи много-
критериального (векторного) синтеза. Для 
этих целей необходимы безразмерные, нор-
мированные и непротиворечивые выходные 
характеристики, какими в квалиметрии яв-
ляются относительные показатели качества 
функционирования ki(X), также именуемые 

частными критериями качества. Частные 
критерии связаны с абсолютными показате-
лями некоторой функциональной зависимо-
сти ki = ji(yi), причем совокупность частных 
критериев образует вектор частных критери-
ев K(k1, k2 … km), соответствующий той или 
иной характеристике фильтра. Правильный 
выбор функциональной зависимости ji — 
это ответственный момент при постановке 
задачи синтеза, во многом определяющий 
успех ее решения.

Формирование частных критериев ki(X) 
в задачах многокритериального синтеза це-
лочисленных цифровых фильтров (ЦЦФ) 
осуществляется исходя из следующих тре-
бований:
•	 Обеспечение нормирования частных кри-

териев, приведение их к безразмерному 
виду.

•	 Зависимость ji(yi) должна отражать пра-
вило предпочтения одного варианта син-
тезируемого фильтра другому, то есть 
экстремум ki (обычно минимум) должен 
доставлять объекту необходимое качество 
(требуемые значения частных абсолютных 
показателей yi

Т). Таким образом, именно 
на данном этапе задача синтеза цифрового 
фильтра переводится в класс экстремаль-
ных математических задач.
В настоящее время для формирования 

частных критериев наиболее широко ис-
пользуется нелинейная зависимость ji(yi) — 
зависимость в виде ξ-парабол [2–4]:

 (1)

где yi
Т — требуемое значение абсолютного 

частного показателя фильтра; ξ — показа-
тель степени, положительное целое число.

Зависимость (1) характеризует степень 
близости абсолютного показателя yi к его 
требуемому значению yi

Т. При yi
Т = yi част-

ный критерий ki имеет минимальное зна-
чение, равное нулю. На рис. 2 приведен вид 
функциональной зависимости ki = j(yi), по-
строенной при различных значениях пара-
метра ξ. Как видно, показатель степени опре-
деляет характер изменения частного крите-
рия синтеза вблизи точки минимума. При 
ξ =1 крутизна склонов частного критерия 
постоянна, а условие непрерывной диффе-
ренцируемости функции в точке минимума 
не выполняется. При ξ > 1 крутизна склонов 
нарастает и в окрестности точки минимума 
образуется плоская площадка тем большая, 
чем больше ξ. Этим облегчается решение 
многокритериальной задачи, однако при воз-
растании ξ увеличивается и погрешность до-
стижения требуемых значений ∆yi (то есть 

Во второй статье из цикла, посвященного описанию компьютерной тех-
нологии синтеза целочисленных цифровых фильтров, рассматриваются 
основные этапы постановки задачи синтеза каскадных рекурсивных филь-
тров поисковыми методами целочисленного нелинейного программиро-
вания. Приводится постановка такой задачи, дается оценка различных 
способов формирования целевых функций и краткое описание алгоритми-
ческого комплекса поисковой минимизации многомерных полимодальных 
целевых функций в целочисленном пространстве параметров. Показана 
возможность решения сложных задач многофункционального синтеза 
целочисленных рекурсивных фильтров поисковыми методами.

Поисковые технологии 
проектирования целочисленных 
цифровых фильтров. 
Часть 2

Рис. 1. Структурно-функциональное описание фильтра Рис. 2. Зависимость ki(yi) в виде ξ-парабол
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возрастает погрешность синтеза требуемых 
характеристик). Наиболее целесообразно 
в реальных проектных задачах выбирать зна-
чения ξ в пределах от 2 до 5.

Рассмотрим некоторые случаи формиро-
вания частных критериев, имеющие боль-
шое практическое значение:
1)	В задачах с однородными критериями, 

формирующими одну из характеристик 
фильтра (например, АЧХ или ФЧХ), часто 
используют ненормированную форму кри-
терия (1), так называемый квадратичный 
критерий:

ki(X) = [yi(X)–yi
T]2.                (2)

2)	В тех случаях, когда в процессе синтеза 
необходимо достигнуть не требуемого 
значения абсолютного показателя yi

Т, а его 
наибольшего значения yi

max, частные кри-
терии формируются следующим образом:

3)	Если максимальное значение yi
max заранее 

не может быть определено, то используется 
следующая форма записи частного крите-
рия:

	 где ni — нормирующий множитель.
4)	Критерий типа не выше yi

Т формируется 
для участков частотных характеристик 
фильтра, в которых текущая характери-
стика не должна превосходить требуемую 
характеристику:

 

(3)

5)	Критерий типа не ниже yi
Т формируется 

для участков характеристик, в которых те-
кущая частотная характеристика должна 
лежать выше требуемой:

 

(4)

Таким образом, рассмотренные выше 
варианты формирования относительных 
показателей определяются заданной схо-
димостью текущих абсолютных показа-
телей к их требуемым значениям, то есть 
сходимостью текущей характеристики 
к требуемой в разных участках заданного 
частотного диапазона. Практическое зада-
ние требуемой сходимости осуществляется 
в функциональном редакторе пакета син-
теза цифрового фильтра.

Относительно вектора частных критериев 
задача параметрического синтеза цифрового 
фильтра записывается как задача векторной 
оптимизации [3–5]:

 (5)

где K(k1, k2 … km) — вектор частных функци-
ональных критериев; X(x1, x2 … xn) — вектор 
варьируемых параметров (коэффициентов) 
фильтра; D — допустимая область измене-
ния параметров.

Как известно, формальным решением за-
дачи (5) является так называемое парето-оп-
тимальное, или эффективное, решение X0, 
которое может быть далеко не единствен-
ным. Совокупность таких решений образует 
множество парето-оптимальных, или эф-
фективных, решений. Понятие «эффектив-
ное решение» является фундаментальным 
в теории решения векторных экстремальных 
задач [3, 4]. Эффективное решение формаль-
но, безусловно, не худшее решение среди 
других решений в области D, но между со-
бой эффективные решения уже формально 
несравнимы, поскольку не существует фор-
мальных признаков, по которым их можно 
было бы сравнивать. Поиск эффективных 
решений векторной задачи (5) осуществля-
ется, как известно, путем ее скаляризации 
с помощью введения скалярной функции 
качества (цели) F(X) проектируемого филь-
тра, сформированной тем или иным спосо-
бом из частных критериев ki(X). Процедуру 
формирования скалярной целевой функции 
часто называют свертыванием векторного 
критерия K(k1, k2 … km). Относительно целе-
вой функции F(X) исходная векторная задача 
(5) записывается уже как задача математиче-
ского программирования [5–8].

Постановка задачи 
целочисленного нелинейного 
программирования

Как было показано в работе [1], синтез 
рекурсивных целочисленных фильтров 
по совокупности необходимых характери-
стик с учетом требований их устойчивости 
и практической реализуемости, наиболее це-
лесообразно осуществлять методами нели-
нейного математического программирова-
ния. В общей трактовке постановку задачи 
нелинейного математического программи-
рования (часто применяют термин «смешан-
ное программирование») можно записать так 
[6, 8]:

F0(X0) = minF(X), X ∈ PX,          (6)

PX = PE ∪ PD ∪ PB ∪ PI,           (7)

xi
B ≤ xi ≤ xi

H, i = 1,
—n–,                 (8)

gj(X) > 0, j = 1,
—

µ
–

.                     (9)

Прежде всего, к характерным особенно-
стям задачи (6) следует отнести ее высокую 
размерность, нелинейность, полимодаль-
ность и обычно недифференцируемость це-
левой функции, неоднородность суммарного 
пространства параметров РХ, а также нали-
чие системы нелинейных функциональных 
ограничений (9), определяющих конкретные 
функциональные особенности решаемой за-
дачи. Соотношение (8) определяет прямые 
ограничения на значения независимых па-
раметров (компонентов вектора Х). Вектор 
Х0, минимизирующий скалярную целевую 
функцию F(X) на множестве допустимых ре-
шений, является эффективным (парето-оп-
тимальным) решением задачи.

Как видно, суммарное пространство пара-
метров РХ не однородно, а состоит из непере-
секающихся подмножеств (7) переменных 
различного типа. Общее число таких под-
множеств может быть любым, однако все 
они могут принадлежать только четырем те-
оретически возможным типам. Например:
1)	Непрерывное вещественное подмноже-

ство переменных РЕ = Еr размерностью r, 
когда каждая переменная этого подмно-
жества xi ∈ РЕ, i = 1,

—
r
–

 может принимать  
любое значение на интервале своего опре-
деления (8).

2)	Дискретное вещественное подмножество 
переменных РD = Qp размерностью p, когда 
каждая переменная подмножества qxi ∈ РD, 
i = 1,

—
p
–

 может иметь только счетное число 
вещественных значений на интервале сво-
его определения.

3)	Счетное целочисленное подмножество 
переменных РI = Ig размерностью g, ког-
да каждая переменная этого подмноже-
ства ixi ∈ РI, i = 1,

—
g
–

 на интервале своего 
определения принимает значения нату-
рального ряда чисел.

4)	Счетное подмножество булевых переменных 
РB = Bh размерностью h, в котором каждая 
переменная bxi ∈ РB, i = 1,

—
h
–

 на интервале сво-
его определения может принимать только 
два значения: «0» или «1» (false или true).
При этом размерность суммарного про-

странства параметров n = r+p+g+h. Именно 
к задаче (6) в общей своей трактовке сводит-
ся большинство современных прикладных 
задач синтеза, принятия решений.

Покажем это на примере задачи целочис-
ленного нелинейного программирования 
(ЦНП) при машинном синтезе целочислен-
ного рекурсивного фильтра в форме каскад-
ного соединения m звеньев второго порядка. 
Постановку такой задачи можно записать так:

F 0(IX0) = minF(IX), IX ∈ I 6m,        (10)

  –2Wk–1–1 ≤ adi ≤ 2Wk–1, d = 1,
—

2
–

  i = 1,
—

m
–

–2Wk–1–1 ≤ adi ≤ 2Wk–1, d = 1,
—

2
–

  i = 1,
—

m
– , (11)

a0i ∈ {2q}, q = 0,
—

W
—

k–
—

1, i = 1,
—

m
–

         (12)

│Zpi│ < 1, i = 1,
—

m
–

,                  (13)
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Ki
min ≤ │Ki(eiw)│ ≤ Ki

max, i = 1,
—

m
–

,      (14)

где m — число звеньев второго порядка; d — 
индекс коэффициента передаточной функ-
ции звена; IX — вектор целочисленных па-
раметров (коэффициентов) проектируемого 
фильтра; Wk — длина битового слова цело-
численных коэффициентов; Ki

min, Ki
maх — до-

пустимые границы изменения коэффициен-
та усиления i‑го звена фильтра.

Как видно, экстремальная задача син-
теза (10) записана относительно целочис-
ленного пространства I 6m параметров (ко-
эффициентов фильтра) размерностью 6m. 
Ограничения (11) задают границы изменения 
этих целочисленных коэффициентов, а со-
отношение (12) определяет принадлежность 
коэффициентов a0i биномиальному ряду. 
Функциональные ограничения (13) контроли-
руют в процессе синтеза условие устойчиво-
сти рекурсивного фильтра по всем полюсам 
коэффициента передачи, а соотношения (14) 
масштабируют коэффициенты усиления зве-
ньев фильтра в заданный интервал.

Поисковое итеративное решение экстре-
мальной задачи ЦНП (10) в заданном про-
странстве параметров осуществляет про-
граммный алгоритмический комплекс, об-
ращаясь к модельному блоку программы для 
расчета текущих функциональных характе-
ристик фильтра. Вектор IX0, минимизиру-
ющий скалярную целевую функцию F(IX) 
на множестве допустимых целочисленных 
решений (11) и (12), является эффективным 
решением задачи параметрического синтеза 
рекурсивного целочисленного фильтра.

Все попытки с доступной нам глубиной по-
иска найти зарубежные или российские анало-
ги не привели к успеху: в трактовке (10)–(14) 
задачу проектирования цифровых фильтров 
не решает никто, практического применения 
данного подхода в проектировании не обна-
ружено. Поэтому синтез целочисленных циф-
ровых фильтров методами ЦНП на сегодня 
обладает безусловной новизной.

Формирование целевой функции

В теории векторной оптимизации разрабо-
тан целый ряд методов формирования целе-
вых функций в многокритериальных задачах 
нелинейного математического программи-
рования. Это, прежде всего, методы главно-
го критерия, обобщенного критерия, мини-
максного критерия, метод последовательных 
уступок [2–6, 9], а также комбинированные 
подходы. Причем в зависимости от особен-
ностей конкретной задачи синтеза (числа 
функциональных показателей фильтра, их 
значимости, их однородности) для отыска-
ния эффективных решений может быть ис-
пользован тот или иной способ формирова-
ния целевой функции. Оценим возможность 
применения указанных подходов к форми-
рованию целевых функций F(IX) в задачах 
многокритериального синтеза ЦЦФ.

Метод главного критерия
Этот метод заключается в том, что исходная 

многокритериальная задача сводится к задаче 
оптимизации по одному основному крите-
рию kµ при условии, что значения всех осталь-
ных критериев не должны превышать неко-
торых установленных уровней (пороговых 
значений Ai):

F(IX) = kµ(IX),  ki ≤ Ai,  i ≠ µ.

Экстремальная задача математического 
программирования в данном случае записы-
вается так:

 (15)

Эффективным считается всякое реше-
ние IX0 этой задачи.

Метод главного критерия используется 
как при однородных, так и при неодно-
родных критериях, причем их число мо-
жет быть любым. Говоря о характеристике 
этого метода, следует отметить, что в ряде 
случаев он дает результаты, которые с фи-
зической точки зрения нельзя назвать оп-
тимальными. Так, здесь может получиться 
большой запас по пороговому значению 
для одного частного критерия, в то вре-
мя как другие частные критерии вообще 
не имеют запаса и т. п. Практическая реали-
зация метода осуществляется с помощью 
штрафных функций:

где FS — функция штрафа.
Если условие штрафа выполнено, то це-

левая функция F(IX) = FS независимо от те-
кущей точки. Поэтому метод главного кри-
терия очень критичен к выбору начальной 
точки поиска. Ее желательно задавать в ра-
бочей зоне, то есть там, где условие штрафа 
выполняется, либо по возможности ближе 
к этой зоне. В противном случае поисковый 
алгоритм может не найти рабочей зоны и по-
иск завершится безрезультатно.

Вариант многофункционального синте-
за в идеологии главного критерия практи-
чески нельзя реализовать, поэтому с уче-
том указанных негативных особенностей 
применение метода главного критерия 
к синтезу ЦЦФ по совокупности функ-
циональных характеристик совершенно 
нецелесообразно.

Метод обобщенного критерия
Сущность метода состоит во введении 

обобщенного критерия, который в данном 
случае характеризует качество синтезируе-
мого ЦЦФ в целом. В зависимости от того, 
каким образом частные критерии объеди-
няются в скалярной функции качества, раз-
личают:

•	 аддитивные обобщенные критерии:

 
(16)

	 где ai — весовые коэффициенты;
•	 мультипликативные обобщенные критерии:

 
(17)

Минимизация целевых функций вида (16) 
и (17) приводит к эффективному решению 
экстремальной задачи синтеза. В настоящее 
время метод обобщенного критерия нахо-
дит широкое практическое применение. Как 
и метод главного критерия, он эффективен 
при большом числе и однородных, и неодно-
родных частных критериев; преимущество 
обобщенного критерия состоит в том, что 
здесь решение задачи ведется с учетом всех 
критериев, что и определяет его большую 
эффективность. Аддитивный критерий (16) 
рекомендуется использовать при малом раз-
бросе значений частных критериев в допу-
стимой области поиска D, а мультиплика-
тивный (17) — при достаточно сильном их 
разбросе. Вторая особенность состоит в том, 
что метод обобщенного критерия определяет 
сходимость yi к yi

T в среднем, так как мини-
мизируется сумма ki(IX). Текущие значения 
yi(IX) будут флуктуировать вокруг yi

T, при-
чем максимальное отклонение (ошибка): 
di = max│yi(IX)–yi

T│ никак не контролируется.
Основная трудность при работе с обоб-

щенным критерием состоит в правильном 
выборе значений весовых коэффициентов, 
поскольку обобщенный критерий количе-
ственно правильно отражает качество про-
ектируемого фильтра только при корректно 
выбранных значениях весовых коэффици-
ентов ai. Это особенно трудно сделать, когда 
частные показатели фильтра неоднородны 
по своей физической природе. Из известных 
подходов к определению значений коэффи-
циентов веса для задач синтеза можно выде-
лить следующие:
•	 выбор относительной важности частных 

критериев качества с точки зрения выпол-
нения технического задания на синтезиру-
емый фильтр. Ориентация на техническое 
задание при формировании обобщенного 
критерия качества является одним из ос-
новных принципов оптимизации в задачах 
проектирования;

•	 экспертная оценка, основанная на опреде-
лении степени важности каждого частного 
критерия либо функциональной характе-
ристики при решении конкретной задачи 
синтеза.
Необходимо отметить, что наиболее це-

лесообразно при определении весовых ко-
эффициентов сочетать экспертную оценку 
с подходами, основанными на использова-
нии объективных исходных данных и дан-
ных технического задания и уточнять ранее 
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определенные значения в ходе решения экстремальной задачи, а так-
же по мере разработки, производства и эксплуатации созданного 
устройства.

В задачах многофункционального синтеза, то есть синтеза ЦЦФ 
по совокупности функциональных характеристик, для каждой такой 
j‑й характеристики из соответствующих критериев ki(IX) формируется 
частная целевая функция fj(IX), определяющая выполнение требова-
ний по данной частотной характеристике ЦЦФ. При использовании 
метода обобщенного критерия очень часто такая аддитивная функция 
соответствует стандартному среднеквадратичному отклонению (СКО) 
текущей характеристики цифрового фильтра от требуемой характери-
стики (ненормированная (18) или нормированная (19) форма):

 (18)

 (19)

где Yn(IX) — текущее значение характеристики фильтра на n‑й дис-
кретной частоте диапазона определения; Yn

T — требуемое значение 
частотной характеристики.

В компьютерном пакете синтеза частные целевые функции f j(IX) 
формирует графический многооконный функциональный редактор.

Таким образом, идеология обобщенного критерия наиболее есте-
ственна и эффективна при машинном синтезе ЦЦФ. Во многом 
эта идеология соответствует критерию p‑ошибки [10], хорошо из-
вестному из теории аппроксимации характеристик электрических 
цепей. При этом для синтеза по совокупности функциональных ха-
рактеристик частные целевые функции целесообразно объединять 
в обобщенный критерий качества с помощью метода комбиниро-
ванного критерия.

Метод минимаксного критерия
Сущность данного метода состоит в том, что на каждом шаге ре-

шения задачи поиска в качестве целевой функции выбирают макси-
мальный (наихудший) из всех частных критериев:

 (20)

Тогда задача экстремальная задача синтеза записывается так:

 (21)

Минимизация целевой функции (20) приводит к эффективному 
решению.

Метод минимаксного критерия находит все более широкое при-
менение при решении многокритериальных задач синтеза цифро-
вых фильтров. В минимаксном критерии (20) на целевую функцию 
оказывает влияние только тот частный критерий, который в данной 
точке является наихудшим, поэтому в таком случае проблемы вы-
бора весомости частных критериев не возникает.

Можно отметить следующие особенности минимаксной постанов-
ки задачи:
•	 при решении задачи синтеза ЦЦФ минимаксный критерий целесо-

образно использовать в случае однородности частных критериев 
поиска. При неоднородных критериях часто не удается получить 
приемлемого решения из-за различной чувствительности частных 
критериев к изменению вектора переменных;

•	 целевая функция F(IX) в случае минимаксного критерия не яв-
ляется гладкой и условие ее непрерывной дифференцируемости 
обычно не выполняются. Поэтому для решения задачи (10) необ-
ходимо использовать алгоритмы поиска, для которых указанная 
особенность не существенна;

•	 метод минимаксного критерия гарантирует минимизацию мак-
симального выброса, максимальной ошибки di = max│yi(IX)–yi

T│,  
пусть даже ценой роста меньших ошибок.
Частные целевые функции, определяющие ту или иную частот-

ную характеристику цифрового фильтра в задачах многофункцио-
нального синтеза, в случае минимаксной стратегии решения обычно 
формируются по соотношению (20), используя ненормированную 
форму частного критерия [11]:

 (22)

Метод последовательных уступок
Этот подход применяется в том случае, когда частные критери-

альные функции можно ранжировать по их важности, например:  
k1(IX)   k2(IX)   …   km(IX), то есть считается, что наиболее важным 
является критерий k1(IX), затем k2(IX) и т. д. В таком случае зада-
ча векторного синтеза сводится к m последовательным скалярным 
(однокритериальным) задачам [9], когда на каждом этапе целевой 
функцией является последовательно каждый из частных критери-
ев ранжированного ряда, начиная с k1(IX). При этом на каждом i‑м 
этапе решения {Fi(IX) = ki(IX)} вводится уступка или пороговое 
значение Ai, характеризующее допустимое ухудшение предыдуще-
го, ki–1(IX)-го критерия от его минимального значения. Тем самым 
на i‑м этапе, для ki(IX)-го критерия формируется своя область поиска 
Di, определяемая как прямыми ограничениями на значения перемен-
ных X ∈ D, так и функциональными ограничениями типа неравен-
ства на значение предыдущих критериев:

	 X ∈ D
	 k1(IX) ≤ A1
Di :	k2(IX) ≤ A2,	 i = 2,

—
m
–

	 ѕ
	 ki–1(IX) ≤ Ai–1

при i = 1 — D1 = D.
Таким образом, при последовательном решении задачи число 

ограничений постоянно возрастает, то есть область поиска неуклон-
но сужается.

Поэтапное решение многокритериальной задачи синтеза ЦЦФ 
методом последовательных уступок математически записывается 
следующим образом:

 

(23)

В качестве эффективного решения задачи принимается точ-
ка IXm

0 ∈ D, являющаяся решением на последнем, m‑м этапе.
Метод последовательных уступок целесообразно использовать для 

поиска эффективных решений в задачах с четкой иерархией частных 
критериев качества по их значимости. Для большинства практиче-
ских задач синтеза ряд приоритетов частных критериев всегда может 
быть записан либо на основании технического задания, либо исходя 
из физических особенностей конкретной задачи. При этом использо-
вание метода последовательных уступок позволяет в ходе последова-
тельного решения задачи синтеза достичь предварительно заданные 
значения показателей качества объекта (путем соответствующего 
выбора допустимых пороговых значений Аi). Метод применим в слу-
чае как однородных, так и неоднородных критериев или характери-
стик, однако общее число частных критериев не должно быть велико, 
поскольку иначе область поиска по последним критериям приори-
тетного ряда значительно сужается, что не позволяет осуществить 
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эффективный поиск по данным критериям. 
При большом числе частных критериев це-
лесообразно объединять критерии в группы 
по иерархическому признаку и применять 
для решения задачи метод комбинированно-
го критерия.

Очевидно, что в силу рассмотренных осо-
бенностей метод последовательных уступок 
никак не может быть применен при синтезе 
ЦЦФ даже по одной характеристике. Однако 
идеология последовательных уступок вполне 
эффективно используется в отношении част-
ных целевых функций fj(IX), определяющих 
выполнение функциональных требований 
по совокупности частотных характеристик 
фильтра.

Метод комбинированного критерия
Применяется в практических задачах па-

раметрического синтеза ЦЦФ с большим 
числом критериев и является по своей сути 
обобщением вышерассмотренных методов 
на задачи многофункционального синтеза — 
синтеза ЦЦФ по совокупности требуемых ха-
рактеристик. Сущность комбинированного 
метода состоит в том, что из всей совокупно-
сти частных критериев ki(IX) формируется 
несколько иерархических по важности групп 
желательно однородных критериев (рис. 3). 
Каждая группа (вектор) отображает ту или 
иную частотную характеристику проектиру-
емого фильтра. В функциональном редакто-
ре пакета синтеза каждой выделенной группе 
соответствует специальное частотное окно. 
Далее задача многокритериального синтеза 
решается по отношению к этим ранжиро-
ванным группам частных критериев — ча-
стотным характеристикам ЦЦФ. Для каждой 
иерархической группы формируется, как 
уже было сказано, частная (оконная) целе-
вая функция f j(IX) одним из ранее рассмо-
тренных способов. Затем относительно этих 
частных целевых функций формируется об-
щая целевая функция обычно в аддитивной 
форме:

 (24)

где bj — вес (значимость) характеристики 
(окна).

При сильной групповой иерархии характе-
ристик фильтра иногда выгодно применять 
идеологию метода последовательных усту-

пок. Это позволяет получить как бы «гаран-
тированное» решение в отношении наиболее 
важных групп (характеристик) и по возмож-
ности улучшить значения второстепенных 
характеристик цифрового фильтра.

Таким образом, идеология комбинирован-
ного критерия является естественной иде-
ологией работы любого функционального 
редактора в пакетах многофункционального 
синтеза ЦЦФ.

Поисковое проектирование. 
Поисковый алгоритм

Экстремальная задача математического 
программирования в принципе может быть 
решена аналитическими методами, извест-
ными в математическом анализе и в вариа-
ционном исчислении (метод стационарных 
точек, множителей Лагранжа, симплекс-ме-
тод в линейном программировании и др.). 
Однако классические аналитические методы 
практически неприемлемы для решения за-
дач векторного синтеза ЦЦФ в любой фор-
ме записи экстремальной задачи (15, 21, 23). 
В данной ситуации необходимо применять 
поисковые подходы, основанные на при-
ближенных численных методах решения 
экстремальных задач [2–4, 12]. При исполь-
зовании поисковых методов оптимальное 
проектирование часто называют поисковым 
проектированием. Характерным отличием 
поисковой оптимизации от аналитического 
решения является то, что определение эф-
фективного решения задачи ЦНП осущест-
вляется не путем последовательного его рас-
чета по некоторым аналитическим правилам 
и формулам, а путем его выбора (поиска) 
на некотором конечном целочисленном 
множестве вариантов синтезируемого циф-
рового фильтра, определяемом областью 
проектирования или областью поиска D ∈ In. 
Критерий выбора (цели) формализован це-
левой функцией F(IX), чье значение при по-
иске необходимо минимизировать.

При численном решении экстремальной 
задачи ЦНП поисковый алгоритм в дис-
кретном целочисленном пространстве стро-
ит минимизирующую последовательность, 
то есть такую последовательность векторов 
{IXk}, при которой соответствующая после-
довательность функций {F(IXk)} сходится, 
убывая к минимуму целевой функции F(IX). 
Поисковый алгоритм строит минимизиру-
ющую последовательность итерационно — 
так, что каждый элемент последовательности 
{IXk} вычисляется по предыдущим элемен-
там на основе единого для данного алгорит-
ма правила. В общем виде этот итерацион-
ный процесс можно записать как:

IXk+1 = IXk + hkP
k,                  (25)

где Pk — вектор, определяющий направление 
движения от точки IXk к точке IXk+1 в много-
мерном целочисленном пространстве, а ко-

эффициент hk задает длину шага в направ-
лении Pk.

Условное отображение линии, соединя-
ющей точки минимизирующей последова-
тельности в пространстве поиска D (то есть 
траектории поиска экстремума), приведено 
на рис. 4.

Для нахождения hk и Pk различные алго-
ритмы используют разные сведения о це-
левой функции. Алгоритмы нулевого по-
рядка поиска предусматривают для этого 
только значения самой функции, а алго-
ритмы n‑го порядка требуют вычисления 
производных целевой функции вплоть 
до n‑го порядка включительно. В совре-
менных комплексах целочисленной мини-
мизации применяются поисковые алгорит-
мы исключительно нулевого порядка, так 
как условия дифференцируемости целевой 
функции в реальных задачах ЦНП-синтеза 
обычно не выполняются.

К основным характеристикам численных 
итерационных алгоритмов минимизации 
многомерных целевых функций можно от-
нести:
•	 Надежность алгоритма. По этому при-

знаку все алгоритмы подразделяются 
на локальные, то есть способные мини-
мизировать только унимодальные (одно-
экстремальные) функции, и глобальные 
алгоритмы, способные минимизировать 
полимодальные (многоэкстремальные) 
целевые функции.

•	 Эффективность алгоритма (время реше-
ния задачи минимизации). Во многом 
определяется скоростью сходимости итера-
ционной последовательности (25). Обычно 
большей эффективностью обладают алго-
ритмы более высокого порядка.

•	 Точность решения задачи. Разные классы 
алгоритмов имеют разные возможности 
уточнения положения минимума целевой 
функции. Так, сеточные алгоритмы [2] 
дискретизируют исходную непрерывную 
область поиска D и могут уточнять по-
ложение экстремума только с точностью, 
не превышающей шаг дискретной сет-
ки, в то время как алгоритмы, строящие 
минимизирующую последовательность 
непосредственно в исходной непрерыв-
ной области D ∈ Еn, имеют возможность 
уточнять координаты экстремума значи-
тельно лучше.

•	 Минимум или полное отсутствие априори 
настраиваемых параметров.

Рис. 3. Формирование частных целевых функций

Рис. 4. Траектория поиска экстремума
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Для численного решения экстремальной 
задачи ЦНП (10) при проектировании ЦЦФ 
используется эффективный метод синтеза 
с поиском глобального экстремума на дис-
кретной сетке кода Грея, подробное описание 
и применение которого приведено в рабо-
те [2]. Данный метод адаптирован к поиску 
решений в целочисленном пространстве па-
раметров (коэффициентов фильтра), когда 
эксклюзивный поисковый алгоритмический 
комплекс минимизации действует в режиме 
дискретного целочисленного представления 
многомерной области поиска D ∈ In.

При разработке данного поискового ком-
плекса необходимо было выполнить следую-
щие условия:
•	 Разрешение системы нелинейных функци-

ональных ограничений устойчивости (13) 
и масштабирования усиления каскадов 
фильтра (14) методом штрафных функ-
ций [2].

•	 Разработка базового итеративного алго-
ритма целочисленной минимизации на де-
терминированной сетке кода Грея.

•	 Разработка общей модельной стратегии по-
искового решения задачи ЦНП на основе 
базового алгоритма и дополнительных фор-
мализованных или эвристических методов.
Базовый поисковый алгоритм данного 

комплекса относится к классу глобальных ал-
горитмов направленного сканирования на де-
терминированной сетке. Для преобразования 
массива дискретных целочисленных значений 
каждой i‑й переменной в кодовое простран-
ство используется код Грея, который позволяет 
осуществить неразрывное кодирование мас-
сива, то есть так, что каждая соседняя кодовая 
комбинация отличается не более чем на один 
символ. Это позволяет организовать поиск 
на дискретной сетке при помощи так называ-
емых сфер поиска. Каждая сфера представляет 
множество точек пространства поиска в виде 
узлов сетки, расположенных вокруг некоторой 
центральной точки (рис. 5). Данные сферы ис-
пользуются для поиска глобального экстрему-
ма по определенной стратегии.

Процесс поиска начинается со сферы C1 
минимального радиуса r = 1 с центром O1; 
а затем происходит автоматическое уве-
личение радиуса r сферы поиска (сфера C2 
на рис. 5а) с последующим автоматическим 
сужением радиуса до минимального (r = 1) 
с переносом центра в лучшую точку на сфе-

ре, на которой такая точка найдена (напри-
мер, точка O3 на сфере C2). Для нулевого ре-
жима работы алгоритма минимизации ха-
рактерны концентрические сферы поиска. 
Далее может продолжаться нулевой режим 
работы или осуществляться переход в пер-
вый режим. Как видно, для первого режима 
характерно неконцентрическое расширение 
сфер поиска при наличии на сферах точек 
лучше центра. Пусть сформирована сфера C3 
радиуса r = 1 с центром О3 (рис. 5б). Если 
на сфере С3 нашлась точка О4 ∈ С3 с лучшим 
(меньшим) значением целевой функции, 
чем в О3, то центр поиска переносится из О3 
в О4 и вокруг него формируется сфера С4 уд-
военного радиуса 2r. При отсутствии на сфе-
ре С4 точки лучше, чем О4, осуществляется 
переход от сферы С4 к сфере С5 наименьше-
го радиуса с тем же центром О5  О4. Переход 
к нулевому режиму осуществляется в случае, 
если на сфере С5 наименьшего радиуса не на-
шлось лучшей точки. Таким образом, при 
последовательном автоматическом расши-
рении и сужении сфер поиска происходит 
направленное сканирование всей области по-
иска, без полного ее перебора.

Данный алгоритм направленного сканиро-
вания на сетке кода Грея обладает указанной 
ранее совокупностью требуемых свойств, 
а именно:
•	 является алгоритмом нулевого порядка;
•	 не имеет настраиваемых параметров;
•	 обладает работоспособностью в целочис-

ленном пространстве большой размерно-
сти (до 1000 переменных)

•	 имеет малые потери на поиск, обеспечивая 
существенное сокращение полного пере-
бора (например, вместо 1019 вариантов — 
всего 103 вариантов при 16 переменных);

•	 имеет высокую надежность поиска экс-
тремума, которая составляет не менее 75% 
и имеет малую чувствительность к харак-
теру целевой функции.
Подробное описание базового алгоритма 

поиска на сетке кода Грея приведено в рабо-
тах [2, 13, 14].

Алгоритмический комплекс целочислен-
ной минимизации, в состав которого входит 
рассмотренный базовый алгоритм, осущест-
вляет прямой поиск глобального минимума 
многомерной функции цели в соответствии 
с выбранной моделью, стратегией поиска. 
Алгоритм из заданной пользователем на-
чальной точки (начальное приближение) 
осуществляет последовательные шаги к точ-
ке глобального минимума F 0(IX0), обеспе-
чивающей совпадение текущей характери-
стики ЦЦФ с требуемыми характеристиками. 
Графики характеристик на каждом шаге син-
теза отображаются на экране.

Для эффективного и надежного решения 
экстремальной задачи пользователю необхо-
димо задать модель синтеза, в соответствии 
с которой будет работать поисковый комплекс. 
Модель поиска (синтеза), как сказано выше, 
определяет общую стратегию целочисленной 

минимизации при движении от начальной 
точки к точке глобального минимума. Переход 
к модели с более высокой (сложной) стратеги-
ей понижает вероятность пропуска глобально-
го экстремума, хотя время решения при этом, 
естественно, возрастает. Структура каждой 
модели поиска определяется разработчиком 
поискового комплекса применительно к классу 
прикладной задачи, решаемой с его помощью.

В программном комплексе параметриче-
ского синтеза ЦЦФ объявлено шесть моде-
лей. Из них первые пять являются формали-
зованными (пакетными), не допускающими 
вмешательства в процесс синтеза. Последняя 
модель интерактивная и обеспечивает такую 
возможность. Выбор модели целочисленной 
минимизации осуществляется на панели на-
строек пакета синтеза (рис. 6). Приведем кра-
ткое описание данных моделей:
•	 Минимальная модель. Определяет ре-

шение задачи синтеза ЦЦФ по условно 
минимальной стратегии поиска, соответ-
ствующей базовой стратегии глобальной 
минимизации на сетке кода Грея, приве-
денной выше. Это самая быстрая модель 
по  критерию эффективности поиска, 
однако в некоторых случаях надежность 
отделения глобального экстремума может 
быть недостаточной.

•	 Расширенная модель. Определяет решение 
задачи синтеза по расширенной стратегии 
поиска. Повышает надежность решения за-
дачи ЦНП-синтеза за счет использования 
процедуры (метода) повторного поиска 
из новой сгенерированной точки (после 
поиска из начальной точки, заданной поль-
зователем). Время синтеза при этом возрас-
тает примерно в 1,5–2 раза (здесь и далее 
по сравнению с минимальной моделью).

•	 Адаптивная модель. Определяет решение 
задачи синтеза по адаптивной стратегии 
поиска, когда надежность решения по-
вышается за счет как повторного поиска 
из трех сгенерированных начальных то-
чек, так и использования дополнитель-
ной эвристической процедуры (метода), 
ускоряющей движение по вычислитель-
ному «дребезгу», свойственному целевым 
функциям, рассчитанным по численным, 
приближенным алгоритмическим матема-
тическим моделям объекта синтеза. Время 
синтеза возрастает в 3–4 раза.

Рис. 5. Упрощенное отображение стратегии поиска: 
а) нулевой режим; б) первый режим

Рис. 6. Панель настроек пакета синтеза

а б
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•	 Максимальная модель. Определяет ре-
шение задачи синтеза по условно макси-
мальной стратегии поиска. Максимальная 
модель существенно повышает надежность 
поиска за счет использования:
–	 процедуры повторного поиска из девяти 

новых сгенерированных начальных то-
чек, квазиравномерно распределенных 
в области поиска;

–	 дополнительного метода, ускоряющей 
движение по вычислительному «дребез-
гу» целевой функции;

–	 дополнительного метода минимиза-
ции овражных целевых функций, часто 
встречающихся при решении практиче-
ских задач синтеза ЦЦФ.

Однако это наиболее трудоемкая модель. 
Время синтеза может возрасти в 7–10 раз;
•	 Непрерывная модель. Определяет пакетное 

решение задачи синтеза в непрерывном 
режиме (non stop), когда осуществляется 
непрерывный цикл поиска из новой, слу-
чайно сгенерированной начальной точ-
ки по идеологии минимальной модели. 
Процесс синтеза может быть остановлен 
только пользователем. При достаточной 
экспозиции непрерывная модель позволя-
ет реализовать режим, близкий к полному 
перебору, что обеспечивает наивысшую 
надежность поиска оптимального решения 
ценой, естественно, существенных времен-
ных затрат на процесс минимизации.

•	 Диалоговая модель. Реализует интерактив-
ный режим синтеза ЦЦФ. В этой модели 
работает «открытая» минимальная модель, 
когда формальная стратегия минимиза-
ции сочетается с персональной стратегией 
пользователя. При работе в диалоговой 
модели на каждом шаге синтеза пользо-
ватель имеет возможность приостановить 
процесс, скорректировать текущие данные 
(положение точки останова, границы по-
иска и т. п.), а также исследовать целевую 
функцию в точке останова путем постро-
ения ее координатных разрезов. Успех ре-
шения задачи синтеза (а также и время ее 
решения) определяется опытом пользова-
теля. При наличии определенного навыка 
работы в диалоге эффективность решения 
задачи синтеза ЦЦФ может быть повыше-
на в десятки раз. Однако если пользователь 
не имеет достаточного опыта диалогового 
проектирования, ему лучше начать с па-
кетных моделей синтеза.

Исследование целевой функции
При поисковом проектировании по со-

вокупности характеристик ЦЦФ целевые 
функции экстремальных задач ЦНП могут 
иметь весьма сложный, полимодальный ха-
рактер. В алгоритмическом комплексе пред-
усмотрена возможность исследования про-
филя целевой функции в любой точке поис-
ка (начальной, промежуточной, конечной). 
Это исследование осуществляется путем 
построения координатных разрезов целе-

вой функции — зависимости общей функ-
ции цели от выбранной переменной F(ixn) 
при фиксированных значениях остальных 
параметров задачи. Переменная разреза ixn 
при этом изменяется в пределах заданных 
границ области поиска (проектирования). 
Примером могут служить координатные 
разрезы целевой функции (рис. 7) задачи 
многофункционального синтеза 8‑битового 
рекурсивного ЦЦФ шестнадцатого порядка, 
осуществляющего коррекцию амплитудных 
искажений гидроакустического тракта [15]. 
На рисунках приведена чистая зависимость 
целевого функционала данной задачи от ука-
занных целочисленных коэффициентов зве-
ньев (номер звена указан в скобках) без на-
ложения функции штрафа.

Как видно, графики координатных разре-
зов говорят о полимодальном характере це-
левых функций экстремальных задач ЦНП, 

о наличии локальных решений (экстрему-
мов), что необходимо учитывать при выборе 
общей стратегии решения сложных много-
функциональных задач поискового синте-
за ЦЦФ. По графикам разрезов может быть 
проведена оценка чувствительности общей 
целевой функции к вариации, изменению 
соответствующего параметра (коэффициен-
та) проектируемого ЦЦФ.

Таким образом, рассмотренный комплекс 
целочисленной поисковой минимизации по-
зволяет обеспечить высокую надежность от-
деления глобального экстремума в весьма ши-
рокой области проектирования ЦЦФ практи-
чески из любой начальной точки. Хорошего 
начального приближения здесь не требуется, 
что свойственно алгоритмам глобальной ми-
нимизации в широкой области поиска.

Структура  
программного комплекса

Компьютерная программа позволяет осу-
ществлять параметрический синтез как ре-
курсивных (IIR), так и нерекурсивных (FIR) 
целочисленных цифровых фильтров различ-
ного порядка в широкой области допусти-
мых изменений параметров (целочисленных 
коэффициентов) фильтра, проводить под-
робный анализ полученного оптимального 
решения в частотной области, исследовать 
чувствительность оптимального решения 
к изменению параметров (коэффициентов) 
синтезированного ЦЦФ, выводить на печать 
графики частотных характеристик синте-
зированного фильтра и формировать файл 
протокола решения текущей задачи синтеза. 
Блок-схема компьютерной программы при-
ведена на рис. 8.

Здесь топологический редактор предназна-
чен для ввода структуры и параметров синте-
зируемого цифрового фильтра в программу. 

Рис. 7. Разрез ЦФ по параметру: а) а1[3]; б) b0[7]; в) а2[2]; г) b2[3]

Рис. 8. Блок-схема программы синтеза ЦЦФ

а б

в г
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Редактор позволяет сформировать текстовый файл, определяющий 
все необходимые данные для проведения синтеза ЦЦФ: порядок 
синтезируемого фильтра, частоту дискретизации, начальную точку 
по всем целочисленным коэффициентам передаточной функции, до-
пустимые границы изменения этих коэффициентов, а также условия 
их дублирования в случае необходимости.

Функциональный редактор осуществляет ввод в графическом ре-
жиме требуемых функциональных характеристик и формирует об-
щий целевой функционал задачи синтеза в аддитивной форме (24). 
На панели функционального редактора (рис. 9) представлены:
•	 графическое поле ввода графика требуемой характеристики фильтра;
•	 элементы управления, задающий тип характеристики и номер ча-

стотного окна;
•	 поля ввода веса характеристики и допустимой ее неравномерности;
•	 элемент управления для задания типа сходимости частных крите-

риев в каждой точке оцифровки;
•	 элементы графического редактирования текущего окна редактора.

Пример ввода требуемой АЧХ полосового ЦЦФ в модуле функци-
онального редактора программы представлен на рис. 9.

Программный алгоритмический комплекс осуществляет поис-
ковое итеративное решение экстремальной задачи ЦНП в заданном 
пространстве целочисленных параметров, обращаясь к модельному 
блоку программы для расчета текущих функциональных характери-
стик синтезируемого фильтра по заданной его модели.

Все заказанные характеристики синтезируемого фильтра отобра-
жаются на панели синтеза компьютерной программы на каждом ите-
ративном шаге решения задачи. На рис. 10 в качестве примера при-
ведено состояние панели на текущем итеративном шаге поиска при 
синтезе полосового ЦЦФ фильтра по четырем его характеристикам.

После нахождения эффективного решения задачи ЦНП осущест-
вляется подробное его исследование в модуле анализа с построением 
графиков всех характеристик фильтра, их распечаткой и формиро-
ванием стандартного протокола решения задачи синтеза. Пример 
исследования АЧХ двухполосного 8‑битового гауссова ЦЦФ в модуле 
анализа программы представлен на рис. 11.

Более чем десятилетний опыт применения методологии ЦНП для 
решения задач проектирования целочисленных цифровых филь-
тров показал ее высокую надежность и эффективность. С помощью 
разработанного программно-алгоритмического комплекса поис-
кового синтеза ЦЦФ было решено множество практических задач, 
как типовых, так и весьма сложных, примеры которых можно най-
ти в работах [8, 11, 15, 16]. Практическая реализация полученных 
решений на целочисленных цифровых платформах полностью 
подтверждает синтезированные характеристики целочисленных 
цифровых фильтров.

В настоящее время программно-алгоритмический комплекс поис-
кового синтеза ЦЦФ является эксклюзивной авторской разработкой. 
Лицензирование данного комплекса и коммерческое его распростране-
ние еще только предстоит. Однако заинтересованные читатели могут 
уже сейчас обращаться к разработчикам комплекса по вопросам реше-
ния конкретных задач многофункционального синтеза целочислен-
ных цифровых фильтров.				     n
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